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A pa´lya´zat ta´mogata´sa´val 30 publika´cio´ ke´szu¨lt el, illetve lett ko¨zle´sre benyu´jtva,
vagy elfogadva; ezekbo˝l a publika´cio´kbo´l pedig 16 tudoma´nyos elo˝ada´st tartottam
nemzetko¨zi, illetve hazai konferencia´kon. A kutata´si te´ma´ban 2002–2005-ban ve´gzett
munka´mat ne´gy fo˝bb te´mako¨r ko¨re´ csoportos´ıtva foglalom o¨ssze.
I. Vera Zeidannal (aki a Michigan State University professzora) egyu¨ttmu˝ko¨dve he´t
dolgozat ke´szu¨lt el. Ha´rom (2202-ben, 2003-ban, illetve 2004-ben) megjelent dolgo-
zatban ([27], [28], [30]) halmaze´rte´ku˝ (alulro´l fe´lig folytonos a´llapotte´r e´s me´rheto˝
ira´ny´ıta´si) korla´toza´sokat tartalmazo´ sze´lso˝e´rte´k, illetve optima´lis ira´ny´ıta´si felada-
tokban az u´n. ma´sodrendu˝ megengedett varia´cio´k pontos meghata´roza´sa´val olyan
ma´sodrendu˝ szu¨kse´ges felte´teleket sikeru¨lt megadni, amelyek a megszokott e´s sejtheto˝
tagokon kivu¨l egy olyan tagot is tartalmaznak, amely az u´gynevezett burkolo´ effek-
tusnak ko¨szo¨nheto˝en az a´llapotte´rrel kapcsolatos korla´toza´sok kapcsa´n le´p fel. Az
eml´ıtett ha´rom dolgozatban a gyenge, illetve ero˝s optimalita´s ilyen felte´teleit adtuk
meg a korla´toza´sok ku¨lo¨nfe´le kombina´cio´i mellett.
A negyedik 2004-ben megjelent ko¨zo¨s dolgozatunkban ([29]) a kritikus ira´nyok
(azaz az olyan e´rinto˝ ira´nyok, amelyek esete´n a ma´sodrendu˝ megengedett varia´cio´k
halmaza nem u¨res) effekt´ıv jellemze´se´t adtuk meg absztrakt norma´lt te´rbeli za´rt
konvex halmazok esete´n. Szinte´n sikeru¨lt absztrakt esetben formula´t tala´lni a
ma´sodrendu˝ megengedett varia´cio´k halmaza´nak a tarto´ funkciona´lja´ra is. Az o¨to¨dik,
ko¨zle´sre benyu´jtott ([25]) dolgozatban a kora´bb eredme´nyek beteto˝ze´seke´nt, az
u´n. Dubovickij–Miljutyin-fe´le ido˝transzforma´cio´s tru¨kk seg´ıtse´ge´vel az a´llapotte´rre
vonatkozo´ egyenlo˝tlense´gi, az ira´ny´ıta´si fu¨ggve´nyre pedig egyenlo˝se´gi e´s egyenlo˝tlense´gi
korla´toza´sokat tartalmazo´ optima´lis ira´ny´ıta´si feladatokra sikeru¨lt a Pontrjagin-fe´le
maximum-elvet kiterjeszteni e´s ezt ma´sodrendu˝ szu¨kse´ges felte´telekkel is kiege´sz´ıteni.
Ko¨zo¨s kutata´saink egy mostana´ban kibontakozo´ teru¨lete a Clarke-fe´le a´ltala´nos´ıtott
Jacobi-ma´trix (amely a loka´lisan Lipschitz ve´ges dimenzio´s norma´lt terek ko¨zo¨tt hato´
fu¨ggve´nyekhez ta´rs´ıt egy halmaze´rte´ku˝ deriva´lt fogalmat), amelyet ve´gtelen dimenzio´s
norma´lt tereken e´rtelmezett e´s ve´ges dimenzio´s e´rte´kke´szletu˝ loka´lisan Lipschitz
fu¨ggve´nyekre sikeru¨lt a´ltala´nos´ıtani a [26] (ma´r ko¨zle´sre elfogadott) dolgozatunkban.
Az a´ltala´nos´ıta´s me´g mindig a loka´lisan Lipschitz fu¨ggve´nyek (Rademacherto˝l eredo˝)
majdnem mindenu¨tti differencia´la´si te´tele´n alapszik, mivel a fu¨ggve´ny ve´ges di-
menzio´s affin alterekre vett megszor´ıta´sainak Clarke-fe´le Jacobi-ma´trixai seg´ıtse´ge´vel
e´rtelmezi az a´ltala´nos´ıtott halmaze´rte´ku˝ deriva´ltat. Ennek az u´j fogalomnak a karak-
teriza´cio´ja´t e´s a kalkulus szaba´lyok egy teljes spektruma´t (o¨sszeg szaba´ly, la´nc szaba´ly,
re´szenke´nt sima fu¨ggve´nyek differencia´la´sa, stb.) sikeru¨lt kidolgozni a [24] dolgozat-
ban. Bebizony´ıtottuk, hogy ez a deriva´lt fogalom a legszu˝kebb szekvencia´lisan felu¨lro˝l
folytonos halmaze´rte´ku˝ szigoru´ Hadamard-fe´le deriva´lt. A bizony´ıta´sok ha´ttere´ben
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2M. Fabian e´s D. Preiss egy eredme´nye´nek az a´ltala´nos´ıta´sa´ra volt szu¨kse´g. En-
nek felhaszna´la´sa´val kimutattuk, hogy az a´ltala´nositott deriva´lt ve´ges dimenzio´s al-
terekre valo´ leszu˝k´ıte´se e´s az ugyanarra az alte´rre ne´zve ke´pzett a´ltala´nos´ıtott de-
riva´lt ko¨zo¨tt egyenlo˝se´g a´ll fenn. A ko¨vetkezo˝ terme´szetes ke´rde´s az eddigi fogal-
mak e´s eredme´nyeink kiterjeszte´se a ve´gtelen dimenzio´s e´rte´kke´szlet esete´re is. A
Hilbert-terek esete´re ez valo´sz´ınu˝leg megteheto˝, de Radon–Nikody´m tulajdonsa´gu´,
vagy me´g a´ltala´nosabb Banach-terek esete´n a te´r geometriai struktu´ra´ja fontos sze-
repet ja´tszhat, eze´rt ezek a vizsga´latok me´g nem befejezettek e´s tova´bbi kutata´sok
ige´retes kiindulo´pontjai lehetnek.
Ke´t tova´bbi dolgozatomban ([20], [21]) a Lagrange-fe´le multiplika´tor-elvet ter-
jesztettem ki olyan felte´teles sze´lso˝e´rte´k proble´ma´kra, amelyek nemsima skala´r
egyenlo˝tlense´gi e´s nemsima Banach-te´rbeli e´rte´ku˝ egyenlo˝se´gi korla´toza´sokat tar-
talmaznak. A ma´sodik dolgozat u´n. absztrakt ira´ny´ıta´si feladatokra vonatkozik,
vagyis olyan proble´ma´kra, ahol va´ltozo´k ke´t csoportba oszthato´k: az egyik cso-
port szerint Lipschitz folytonossa´g, a ma´sik csoport szerint pedig egy konvexita´si
felte´tel teljesu¨l. Az optimumnak az ilyen proble´ma´kra nyert elso˝- e´s magasabb-rendu˝
szu¨kse´ges felte´tele minden szempontbo´l a´ltala´nos´ıtja A. Ioffe´nak e´s V. Tyihomı´rovnak
egy klasszikus eredme´nye´t, amely a Lagrange-elv e´s a Pontrjagin-fe´le maximum-elv
egy ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa. Ezek az eredme´nyek elso˝sorban a konkre´t — ko¨zo¨nse´ges e´s
parcia´lis differencia´legyenletekkel veze´relt, nemsima adatokat tartalmazo´ — optima´lis
ira´ny´ıta´si proble´ma´kra alkalmazhato´k sikeresen.
II. A ma´sik vizsga´lt te´mako¨rben a konvexita´s ku¨lo¨nbo¨zo˝ a´ltala´nos´ıta´sait, ezek
jellemze´se´t, tova´bba´ konvex fu¨ggve´nyek perturba´cio´s tulajdonsa´gait, stabilita´sa´t
vizsga´ltam. Re´go´ta ismert (D. Hyers-to˝l e´s S. Ulam-to´l sza´rmazo´) eredme´ny, hogy
egy konvex fu¨ggve´nynek korla´tos fu¨ggve´nnyel valo´ perturba´cio´ja a konvexita´s milyen
mo´dos´ıtott forma´ja´val jellemezheto˝, illetve, hogy ilyenkor mi mondhato´ a perturba´lt
konvex fu¨ggve´ny szubgradiense´ro˝l. A 2003-ban megjelent [19] dolgozatomban a kon-
vex fu¨ggve´nyek olyan perturba´cio´ival foglalkoztam, amelyek elo˝a´llnak egy korla´tos e´s
egy (elso˝ rendben) Lipschitz-perturba´cio´ o¨sszegeke´nt. Sikeru¨lt to¨bbfe´le jellemze´se´t
megtala´lni az ilyen fu¨ggve´nyeknek, de egyelo˝re csak a valo´s va´ltozo´s esetben. A
Jensen-konvex e´s t-konvex fu¨ggve´nyek perturba´cio´inak vizsga´lata´t Ha´zy Attila´val
ko¨zo¨s 2004-ben megjelent [11] e´s 2005-ben megjeleno˝ [12] dolgozatainkban ve´geztu¨k
el. Az eredme´nyek egy meglepo˝ vona´sa az u´n. Tagaki-fe´le folytonos, de seholsem dif-
ferencia´lhato´ fu¨ggve´nynek a felbukkana´sa, ami ezeknek a fu¨ggve´nyeknek az elme´lete´t
is gazdag´ıtja. (Boros Zolta´n, egy sejte´semet igazolva, megmutatta, hogy a Tagaki-
fu¨ggve´ny kiele´g´ıti a Jensen-egyenlo˝tlense´g egy perturba´lt alakja´t, azaz, hogy egy
bizonyos konvexita´si tulajdonsa´ggal rendelkezik.) Tova´bbi e´rdekesnek mutatkozo´
ke´rde´s a nem elso˝rendu˝ Lipschitz-perturba´cio´k vizsga´lata e´s az eddigi eredme´nyeknek
a vektorva´ltozo´s fu¨ggve´nyek esete´re vonatkozo´ kiterjeszte´se. A monoton fu¨ggve´nyek
Lipschitz-perturba´cio´t jellemeztu¨k a Mako´ Zita´val ko¨zo¨s [16] dolgozatunkban.
A [3], [4], illetve [5] — Bessenyei Miha´llyal ko¨zo¨sen ı´rt — dolgozatokban
az u´n. Csebisev-rendszerekre ne´zve elso˝-, valamint magasabb rendben konvex
fu¨ggve´nyek konvexita´sa´val foglalkoztunk e´s kiterjesztettu¨k a klasszikus esetbo˝l is-
mert Hermite–Hadamard-egyenlo˝tlense´get ilyen rendszerekre. A ku¨lo¨nbo¨zo˝ szimme-
tria tulajdonsa´gokkal rendelkezo˝ fu¨ggve´nyekre vonatkozo´ Hermite–Hadamard-t´ıpusu´
egyenlo˝tlense´get tala´ltunk a Czinder Pe´terrel ko¨zo¨s [7] dolgozatban, amelyro˝l kideru¨lt,
hogy a Gini e´s Stolarsky ko¨zepek o¨sszehasonl´ıta´si te´tele´nek bizony´ıta´sa´ban is je-
lento˝s szerepet ja´tszik ([8]). A Lars-Erik Perssonnal ko¨zo¨s 2004-ben megjelent [22]
3dolgozatomban a Hardy–Carleman–Knopp-fe´le egyenlo˝tlense´gnek egy Gini-ko¨zepekre
vonatkozo´ kiterjeszte´se´t adtuk. A Carleman-egyenlo˝tlense´gnek egy kompakt interval-
lumokra valo´ a´ltala´nos´ıta´sa´t tala´ltuk [15]-ben. Az optima´lis konstans ebben az estben
e´lesen kisebbnek ado´dik, mint a klasszikus esetben.
A Jensen-, Wright- e´s t-konvexita´s megfelelo˝en e´rtelmezett ma´sodrendu˝ de-
riva´ltakkal to¨rte´no˝ jellemze´se´t adtuk meg a Gila´nyi Attila´val, illetve Kazimierz
Nikodemmel ko¨zo¨s 2002-ben e´s 2004-ben megjelent [10], illetve [17] dolgozatokban.
[9]-ban kiterjesztettu¨k az u´n. Bernstein-Doetsch-fe´le te´telt kva´zikonvex fu¨ggve´nyekre.
A konvexita´s halmaze´rte´ku˝ a´ltala´nos´ıta´sait vizsga´ltuk a MirosÃlav Adamekkel e´s
Kazimierz Nikodemmel ko¨zo¨s [1] dolgozatunkban. Boros Zolta´nnal egy u´j szub-
differencia´lfogalmat, a Q-szubdifferencia´l fogalma´t vezettu¨k be [6], amely a kon-
vex anal´ızisbo˝l ismert standard szubdifferencia´l fogalomnak az a´ltala´nos´ıta´sa, en-
nek elemei azonban nem linea´ris funkciona´lok, hanem addit´ıv fu¨ggve´nyek. Ennek
az u´j fogalomnak a seg´ıtse´ge´vel a Jensen-konvexita´st a Q-szubdifferencia´l mono-
tonita´sa´val jellemeztu¨k. Sze´kelyhidi La´szlo´val a klasszikus szuperaddit´ıv–szubaddit´ıv
fu¨ggve´nypa´rokra vonatkozo´ szendvics-te´telt a´ltala´nos´ıtottuk ko¨zel´ıto˝leg szuperad-
dit´ıv–szubaddit´ıv fu¨ggve´nypa´rokra [23]-ben. A Beckenbach a´ltal bevezetett kon-
vexita´s-fogalomra vonatkozo´ szendvics te´teleket nyertu¨nk Kazimerz Nikdomemmel
a ko¨zle´sre elfogadott [18] dolgozatban.
III. A harmadik vizsga´lt te´mako¨rho¨z egy dolgozat ([14]) (amelyet a kolozsva´ri
Babes-Bolyai Egyetem ke´t professzora´val Kolumba´n Jo´zseffel e´s Kassay Ga´borral
egyu¨ttmu˝ko¨dve ke´sz´ıtettem) tartozik, amelyben Minty e´s Stampacchia t´ıpusu´
varia´co´s egyenletrendszerek faktoriza´cio´ja´nak a ke´rde´se´t vizsga´ltuk, azaz azt, hogy
a rendszert alkoto´ egyenletek o¨na´llo´an valo´ megoldhato´sa´ga´bo´l mikor ko¨vetkezik az
o¨sszetett rendszer megoldhato´sa´ga is.
IV. A pa´lya´zat ta´mogata´sa´val e´s Ja´rai Antal, Maksa Gyula ta´rszerzo˝kkel ke´szu¨lt
[13] dolgozatban az u´n. Cauchy-differenca´k e´s a kva´zio¨sszegek egynlo˝se´ge´t vizsga´ltuk
e´s a teljes le´ıra´st a leheto˝ legterme´szetesebb, leggyenge´bb regularita´si felte´telek
mellett megadtuk. Ez a dolgozat le´nyege´ben az o¨sszes (a´ltalunk) ismert le´nyeges
u´n. regularita´sjav´ıto´ mo´dszert alkalmazza az ismeretlen fu¨ggve´nyek to¨bbszo¨ri differ-
encia´lhato´sa´ga´nak az igazola´sa´ra, aminek felhaszna´la´sa´val az ismeretlen fu¨ggve´nyekre
ko¨zo¨nse´ges differencia´legyenletrendszerek vezetheto˝k le, melyeket megoldva az eredeti
egyenlet 9 to¨bb parame´terrel jellmezheto˝ megolda´scsala´dja kaphato´ meg.
Debrecen, 2006. februa´r 10. (Te´mavezeto˝ ala´´ıra´sa)
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